Problemy do przemyélenia

Spis ma na celu zainspirowanie do samodzielnych badar poprzez sformutowanie kilku
elementarnych probleméw, ktére moga okazaé sie ciekawe i o ktérych mozna zapewne
powiedzie¢ wiele ciekawego bez uciekania sie do stosowania glebokiej teorii.
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1 n°—n, czyli o permutacjach z mata liczbg punktéw statych

Ustalmy n naturalne. Nieporzadkami nazwijmy permutacje, ktére nie maja punktow
statych, czyli takie o, ze dla kazdego x jest o(x) # x. Czy istnieje podgrupa S, ztozona z
samych nieporzadkéw i permutacji identycznosciowej 7 Tak, wystarczy wzia¢ pod uwage
wszystkie potegi ustalonej permutacji cyklicznej, np. o takiego, ze o(i) =i+ 1 dla i od
1 do (n-1) oraz o(n) = 1. Otrzymamy n-elementows podgrupe S,, o szukanej wlasnosci
i tatwo wykazaé, ze na wickszg nie mozemy liczy¢.

Pytanie 1. Jak wygladajg n-elementowe podgrupy S, ztozone z nieporzedkow i identycz-
nodci ¢ W szczegdlnosci, ile ich jest?

Rozwazmy teraz takie permutacje, ktore albo sa identycznogcia, albo maja co najwy-
zej jeden punkt staty. Nazwijmy je 2-nieporzadkami i ogélniej nazwijmy k-nieporzadkami
takie permutacje, ktore albo sg identycznoscia, albo maja mniej niz k£ punktéw statych.
Mozemy tatwo pokazaé, ze podgrupa S, zlozona z 2-nieporzadkéw (k-nieporzadkoéw) ma
nie wiecej niz n? —n (ogélniej n(n — 1)...(n — k + 1)) elementéw. Tutaj jednak zadanie
konstrukcji takiej podgrupy maksymalnego rozmiaru nie wydaje sie juz tak proste.

Pytanie 2. Dla jakich n istnieje w S, podgrupa ztozona z 2-nieporzqdkéw rozmiaru n®>—n

? Jaki jest maksymalny rozmiar takiej podgrupy dla pozostatych n?

Latwo pokazaé, ze n bedace potegami liczb pierwszych spelniaja ten warunek, bo
istnieje wowczas ciato n elementowe, ktére pozwala na pewna prosta konstrukcje. Pozo-
staje jednak wciaz pytanie o to, jak wszystkie takie grupy wygladaja. Zas w przypadku
k-nieporzadkéw dla k > 3 autor opracowania nie wie jeszcze niczego.

Pytanie 3. Dla jakich n istnieje w S, podgrupa ztozona z k-nieporzadkdéw rozmiaru
nin—1)...(n—k+1) ? Jaki jest maksymalny rozmiar takiej podgrupy dla pozostatych n?
Jaka jest struktura takiej podgrupy? Ile ich jest?



2 f(f(x)), czyli o sktadaniu wielomianu ze soba

Pytanie 4. Zatézmy, ze mamy dany wielomian p(x) € Rlz]. Jak rozpoznaé, czy jest
postaci f(f(x)) dla pewnego f € Rlx| ? Jak znalezé f? Na ile f jest jednoznacznie
wyznaczone ?

Pytanie mozna tez zadaé np. dla wielomianéw o wspotczynnikach catkowitych, badz
zespolonych. Interesujace moze by¢ juz podanie efektywnego algorytmu, ktory by badat
sformutowana wtasnos¢. Z podzielnosci f(x) — z|f(f(z)) — x widaé, ze w pewnym sensie
f(x) — z mozna odnalezé jako dzielnik f(f(x)) — x, za$ zrézniczkowanie obustronne
p(z) = f(f(z)) pozwala otrzyma¢ f'(z) jako dzielnik p'(z), wiec by¢ moze jest od czego
zaczal poszukiwania.

Mozna tez zapytaé o zlozenie wielomianu ze soba wiecej niz 1 raz, np. o rozwiazanie

rownania p(z) = f(f(f(z))) z danym p.

Pytanie 5. Zaltozmy, ze p(x) = f(f(f..(x)) dla pewnej liczby ztozer f. Co mozemy
powiedzied, majgc dane p, o liczbie ztozen?

3 Kazda funkcja to wielomian

Dla liczby pierwszej p tatwo sprawdzi¢, ze kazda funkcja f : Z, — Z, daje si¢ zapisac¢ jed-
noznacznie w postaci funkcji wielomianowej (o wspoétczynnikach Z,) stopnia co najwyzej
p — 1 (analogicznie w innych cialach skonczonych).

Pytanie 6. Jak rozpoznaé, czy dany wielomian € Zy[z| stopnia < p — 1 zadage funkcje
réznowartosciowq/bijekcje?

Ogolniej, jako funkcje wielomianowe mozna tez zapisa¢ kazda funkcje wielu zmiennych
f:(Zy)" — Z,, wiec postawione wyzej pytanie mozna uogdlni¢ na wielomiany wielu
zmiennych.

Patrzenie na funkcje jako na funkcje wielomianowe prowadzi np. do ciekawej meto-
dy rozwigzywania réwnan funkcyjnych w Z, (i innych ciatach skoticzonych), takich jak

f@)fy) = flzy), czy f(z+y) = f(x) + f(y).

4 Wielomiany testujace posta¢ reszty modulo p

Przypomnijmy sobie pewne ciekawe kryterium orzekajace, czy dana reszta jest reszta
kwadratowa;:

Twierdzenie 1. Dla nieparzystej liczby pierwszej p, a jest resztq kwadratowqg modulo p
-1
wtedy 1 tylko wiedy, gdy p|apT —1.

Testujemy tutaj, czy reszta a (modulo p) jest postaci W(b) = b dla pewnego b i
jednoczesnie niezerowa. Po uwzglednieniu przypadku zerowego i zapisaniu wielomianu

Sp(z) = 5 dostajemy kryterium mowiace, ze a jest postaci W (b) dla jakiegos b,



wtedy i tylko wtedy, gdy Sp(a) = 0. S, nazwiemy tutaj wielomianem testujacym dla W
modulo p.

Ogolniej, niech W (z) bedzie pewnym wielomianem o wspolczynnikach catkowitych.
Dla kazdej liczby pierwszej p, mozemy popatrze¢ na jego wspotczynniki/argumenty /wartosci
modulo p i uzyska¢ wielomian o wspétczynnikach z Z,, okreslony jako
Ty(z) = (x = W(0))(x —W (1)) (x — W(p—1)). Ow wielomian ma te prosta wlasnosé,
ze a jest postaci W(b) dla pewnego b (modulo p) wtedy i tylko wtedy, gdy Tp(a) = 0
(modulo p). W przypadku W (z) = 22 otrzymamy dla prawie wszystkich p wielomian
majacy niewiele niezerowych wspoétczynnikow (bedzie to z grubsza kwadrat wielomianu
Sp(x) zdefiniowanego wczesniej).

Pytanie 7. Czy dla kazdego ustalonego W (x) istnieje taka liczba N, Ze dla dowolnej
liczby pierwszej p, Tp(x) ma co najwyzej N niezerowych wspétczynnikéw? A moze cho-
ciaz da sie podaé jakies nietrywialne ograniczenie na liczbe niezerowych wspotczynnikow
zalezne od p ¢

Odpowiedz na pierwsze pytanie okazuje sie by¢ twierdzaca dla wielomian6w postaci
W(z) = z*.



