
Problemy do przemy±lenia

Spis ma na celu zainspirowanie do samodzielnych bada« poprzez sformuªowanie kilku
elementarnych problemów, które mog¡ okaza¢ si¦ ciekawe i o których mo»na zapewne
powiedzie¢ wiele ciekawego bez uciekania si¦ do stosowania gª¦bokiej teorii.

1 n2 − n, czyli o permutacjach z maª¡ liczb¡ punktów staªych

Ustalmy n naturalne. Nieporz¡dkami nazwijmy permutacje, które nie maj¡ punktów
staªych, czyli takie σ, »e dla ka»dego x jest σ(x) 6= x. Czy istnieje podgrupa Sn zªo»ona z
samych nieporz¡dków i permutacji identyczno±ciowej ? Tak, wystarczy wzi¡¢ pod uwag¦
wszystkie pot¦gi ustalonej permutacji cyklicznej, np. σ takiego, »e σ(i) = i+ 1 dla i od
1 do (n-1) oraz σ(n) = 1. Otrzymamy n-elementow¡ podgrup¦ Sn o szukanej wªasno±ci
i ªatwo wykaza¢, »e na wi¦ksz¡ nie mo»emy liczy¢.

Pytanie 1. Jak wygl¡daj¡ n-elementowe podgrupy Sn zªo»one z nieporz¡dków i identycz-
no±ci ? W szczególno±ci, ile ich jest?

Rozwa»my teraz takie permutacje, które albo s¡ identyczno±ci¡, albo maj¡ co najwy-
»ej jeden punkt staªy. Nazwijmy je 2-nieporz¡dkami i ogólniej nazwijmy k-nieporz¡dkami
takie permutacje, które albo s¡ identyczno±ci¡, albo maj¡ mniej ni» k punktów staªych.
Mo»emy ªatwo pokaza¢, »e podgrupa Sn zªo»ona z 2-nieporz¡dków (k-nieporz¡dków) ma
nie wi¦cej ni» n2 − n (ogólniej n(n − 1)...(n − k + 1)) elementów. Tutaj jednak zadanie
konstrukcji takiej podgrupy maksymalnego rozmiaru nie wydaje si¦ ju» tak proste.

Pytanie 2. Dla jakich n istnieje w Sn podgrupa zªo»ona z 2-nieporz¡dków rozmiaru n2−n
? Jaki jest maksymalny rozmiar takiej podgrupy dla pozostaªych n?

�atwo pokaza¢, »e n b¦d¡ce pot¦gami liczb pierwszych speªniaj¡ ten warunek, bo
istnieje wówczas ciaªo n elementowe, które pozwala na pewn¡ prost¡ konstrukcj¦. Pozo-
staje jednak wci¡» pytanie o to, jak wszystkie takie grupy wygl¡daj¡. Za± w przypadku
k-nieporz¡dków dla k  3 autor opracowania nie wie jeszcze niczego.

Pytanie 3. Dla jakich n istnieje w Sn podgrupa zªo»ona z k-nieporz¡dków rozmiaru
n(n− 1)...(n− k+1) ? Jaki jest maksymalny rozmiar takiej podgrupy dla pozostaªych n?
Jaka jest struktura takiej podgrupy? Ile ich jest?
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2 f(f(x)), czyli o skªadaniu wielomianu ze sob¡

Pytanie 4. Zaªó»my, »e mamy dany wielomian p(x) ∈ R[x]. Jak rozpozna¢, czy jest
postaci f(f(x)) dla pewnego f ∈ R[x] ? Jak znale¹¢ f? Na ile f jest jednoznacznie
wyznaczone ?

Pytanie mo»na te» zada¢ np. dla wielomianów o wspóªczynnikach caªkowitych, b¡d¹
zespolonych. Interesuj¡ce mo»e by¢ ju» podanie efektywnego algorytmu, który by badaª
sformuªowan¡ wªasno±¢. Z podzielno±ci f(x)− x|f(f(x))− x wida¢, »e w pewnym sensie
f(x) − x mo»na odnale¹¢ jako dzielnik f(f(x)) − x, za± zró»niczkowanie obustronne
p(x) = f(f(x)) pozwala otrzyma¢ f ′(x) jako dzielnik p′(x), wi¦c by¢ mo»e jest od czego
zacz¡¢ poszukiwania.

Mo»na te» zapyta¢ o zªo»enie wielomianu ze sob¡ wi¦cej ni» 1 raz, np. o rozwi¡zanie
równania p(x) = f(f(f(x))) z danym p.

Pytanie 5. Zaªó»my, »e p(x) = f(f(f..(x)) dla pewnej liczby zªo»e« f . Co mo»emy
powiedzie¢, maj¡c dane p, o liczbie zªo»e«?

3 Ka»da funkcja to wielomian

Dla liczby pierwszej p ªatwo sprawdzi¢, »e ka»da funkcja f : Zp → Zp daje si¦ zapisa¢ jed-
noznacznie w postaci funkcji wielomianowej (o wspóªczynnikach Zp) stopnia co najwy»ej
p− 1 (analogicznie w innych ciaªach sko«czonych).

Pytanie 6. Jak rozpozna¢, czy dany wielomian ∈ Zp[x] stopnia ¬ p − 1 zadaje funkcj¦
ró»nowarto±ciow¡/bijekcj¦?

Ogólniej, jako funkcje wielomianowe mo»na te» zapisa¢ ka»d¡ funkcj¦ wielu zmiennych
f : (Zp)n → Zp, wi¦c postawione wy»ej pytanie mo»na uogólni¢ na wielomiany wielu
zmiennych.

Patrzenie na funkcje jako na funkcje wielomianowe prowadzi np. do ciekawej meto-
dy rozwi¡zywania równa« funkcyjnych w Zp (i innych ciaªach sko«czonych), takich jak
f(x)f(y) = f(xy), czy f(x+ y) = f(x) + f(y).

4 Wielomiany testuj¡ce posta¢ reszty modulo p

Przypomnijmy sobie pewne ciekawe kryterium orzekaj¡ce, czy dana reszta jest reszt¡
kwadratow¡:

Twierdzenie 1. Dla nieparzystej liczby pierwszej p, a jest reszt¡ kwadratow¡ modulo p

wtedy i tylko wtedy, gdy p|a
p−1
2 − 1.

Testujemy tutaj, czy reszta a (modulo p) jest postaci W (b) = b2 dla pewnego b i
jednocze±nie niezerowa. Po uwzgl¦dnieniu przypadku zerowego i zapisaniu wielomianu
Sp(x) = x

p+1
2 − x dostajemy kryterium mówi¡ce, »e a jest postaci W (b) dla jakiego± b,
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wtedy i tylko wtedy, gdy Sp(a) = 0. Sp nazwiemy tutaj wielomianem testuj¡cym dla W
modulo p.

Ogólniej, niech W (x) b¦dzie pewnym wielomianem o wspóªczynnikach caªkowitych.
Dla ka»dej liczby pierwszej p, mo»emy popatrze¢ na jego wspóªczynniki/argumenty/warto±ci
modulo p i uzyska¢ wielomian o wspóªczynnikach z Zp okre±lony jako
Tp(x) = (x−W (0))(x−W (1)) · · · (x−W (p− 1)). Ów wielomian ma t¦ prost¡ wªasno±¢,
»e a jest postaci W (b) dla pewnego b (modulo p) wtedy i tylko wtedy, gdy Tp(a) = 0
(modulo p). W przypadku W (x) = x2 otrzymamy dla prawie wszystkich p wielomian
maj¡cy niewiele niezerowych wspóªczynników (b¦dzie to z grubsza kwadrat wielomianu
Sp(x) zde�niowanego wcze±niej).

Pytanie 7. Czy dla ka»dego ustalonego W (x) istnieje taka liczba N , »e dla dowolnej
liczby pierwszej p, Tp(x) ma co najwy»ej N niezerowych wspóªczynników? A mo»e cho-
cia» da si¦ poda¢ jakie± nietrywialne ograniczenie na liczb¦ niezerowych wspóªczynników
zale»ne od p ?

Odpowied¹ na pierwsze pytanie okazuje si¦ by¢ twierdz¡ca dla wielomianów postaci
W (x) = xk.
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